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Resumo

Esta pesquisa reporta-se ao problema descrito na literatura cientifica como o “fracasso
do ensino do calculo”. Propusemos conhecer as nogcdes que alunos da disciplina
Calculo Diferencial e Integral apresentam sobre limite. Para obter essas nogdes,
objetos de aprendizagem foram criados e disponibilizados online, em paginas de um
site com dominio privado, mas de acesso aberto. Cada objeto de aprendizagem foi
elaborado contendo uma situagéo-problema referente aos applets de cada pagina e
um espago de registro de respostas. Os applets abordam situagées que permitem o
estudo de limites, derivadas e integrais; foram elaborados no Geogebra. Este artigo
relata os resultados da atividade A2. Ametodologia consistiu na aplicagédo de atividades
na disciplina Calculo Diferencial e Integral. Nelas interagiram alunos e OA. Para a
complementacao e investigacao, foram feitas entrevistas inspiradas no método clinico
piagetiano. Fundamenta-se a analise das respostas na Epistemologia Genética; em
especial, na abstracéo reflexionante. A escolha deu-se devido ao carater explicativo
dessa teoria da génese do conhecimento matematico. Os resultados demonstram que
conhecimentos foram construidos em situagao de interacéo entre alunos e OA. Varias
nogdes foram registradas.

Palavras-chave: Nogao de Limite. Objetos de Aprendizagem. Abstragédo Reflexionante.
Geogebra.
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LIMIT OF REAL FUNCTIONS AND GEOGEBRA: notion, relation and construction of
knowledge

Abstract

This research refers to the problem described in the scientific literature as the “failure
of calculus teaching”. We propose to know the notions that students of the discipline
Differential and Integral Calculus present on limit. To get these notions, learning objects
were created and made available online, on pages of a privately-owned, but open-
access site. Each learning object (OA) was elaborated containing a problem situation
regarding the applets of each page and a space of record of answers. The applets
approach situations that allow the study of boundaries, derivatives and integrals; were
developed in Geogebra. This article reports the results of Activity A2. The methodology
consisted in the application of activities in the discipline Differential and Integral
Calculus. In them they interacted students and OA. For the complementation and
investigation, interviews were made inspired by the Piagetian clinical method. The
analysis of the answers in the Genetic Epistemology is based; in particular, in reflective
abstraction. The choice was due to the explanatory character of this theory of the
genesis of mathematical knowledge. The results demonstrate that knowledge was built
in a situation of interaction between students and OA. Several notions were recorded.

Keywords: Limit Notion. Learning Objects. Reflective Abstraction. Geogebra.

LIMITE DE FUNCIONES REALES Y GEOGEBRA: nocion, relacién y construccion de
conocimientos

Resumen

Esta investigacion se refiere al problema descrito en la literatura cientifica como el
“fracaso de la ensefianza del calculo”. Propusimos conocer las nociones que alumnos
de la disciplina Calculo Diferencial e Integral presentan sobre limite. Para obtener estas
nociones, los objetos de aprendizaje se crearon y se pusieron en linea en paginas de
un sitio con dominio privado, pero de acceso abierto. Cada objeto de aprendizaje (OA)
fue elaborado conteniendo una situacion-problema referente a los applets de cada
pagina y un espacio de registro de respuestas. Los applets abordan situaciones que
permiten el estudio de limites, derivadas e integrales; fueron elaborados en Geogebra.
Este articulo relata los resultados de la actividad A2. La metodologia consistio en
la aplicacion de actividades en la disciplina Calculo Diferencial e Integral. En ellas
interactuaron alumnos y OA. Para la complementacion e investigacion, se realizaron
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entrevistas inspiradas en el método clinico piagetiano. Se fundamenta el analisis de las
respuestas en la Epistemologia Genética; en especial, en la abstraccion reflexionante.
La eleccion se dio debido al caracter explicativo de esa teoria de la génesis del
conocimiento matematico. Los resultados demuestran que los conocimientos se
construyeron en una situacion de interaccion entre alumnos y OA. Varias nociones se
registraron.

Palabras Clave: Nocion de Limite. Objetos de Aprendizaje. Abstraccion Reflexionante.
Geogebra.

1 INTRODUGCAO

A aprendizagem matematica é tema de pesquisa da educagao matematica.
Essa area de pesquisa das ciéncias humanas destaca-se pela diversidade das
abordagens metodolodgicas e analise fundamentadaemareas como educacao, psicologia,
antropologia, sociologia e a propria matematica (PAIS, 2011; ALMOULOUD, 2007,
FIORENTINI; LORENZATO, 2012). Ha um grande niumero de pesquisas que apontam
resultados positivos para o uso de recursos diversos e metodologias, validando sua
eficacia pelos resultados obtidos na melhoria de resultados observados, no entanto, ha
pesquisas que se destacam por estudar o desenvolvimento cognitivo e a aprendizagem
(PIAGET, 1977; 1995; FAGUNDES; SATO; MACADA, 1999; VALENTE, 2002; BONA,;
BASSO; FAGUNDES, 2014; BONA; BASSO, 2014; NOTARE; BASSO, 2012).

A informatica age para propiciar a inovagao, afinal, o cotidiano de muitos
alunos é a vivéncia com as tecnologias. E importante salientar que a sala de aula é um
lugar de interagao entre aluno e a cultura mais elaborada, especialmente o conhecimento
cientifico. Portanto, € natural que lhe sejam ofertadas vivéncias educacionais com suporte
da informatica educativa (FAGUNDES, SATO e MACADA, 1999; VALENTE, 2002).

Neste trabalho, foi feito o uso de tecnologias educacionais de ampla
utilizacado nos espagos educacionais; sao elas: o “Google Drive”, com suas tecnologias
embarcadas, o Site Calculo NasNuvens) e o “Geogebra”. O primeiro nos permitiu a
coleta de dados e o0 seu armazenamento em tempo real. O segundo foi utilizado para
criar um ambiente controlado para a pesquisa. Ja o terceiro foi utilizado para criar e
gerir as situagbes-problema’ sob a forma de objetos de aprendizagem (OA). Nesta
pesquisa, adotaremos o termo “tecnologia” para identificar TIC.

Esta pesquisa é parte da pesquisa apresentada na tese “NOCAO DE LIMITE
DE FUNGOES REAIS E GEOGEBRA: Um estudo em Epistemologia Genética”. Na

"Termo utilizado para identificar as atividades propostas aos alunos ou situagdes que o aluno identifica e se dispoe
a solucionar.
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tese foram utilizados 4 applets?, designados por A1, A2, A3 e A4. Este artigo apresenta
os resultados referentes a atividade com a atividade A2, que traz em sua estrutura
didatico-cientifica, a problematica da area de uma figura geométrica plana regular
como funcao de seus lados e o limite dessa fungéo em situagdes problema.

A motivacao para a proposicao desta pesquisa repousa em inquietacdes
formuladas ao longo da vida docente no Ensino Superior.

1.1 O PROBLEMA E OS OBJETIVOS DA PESQUISA

A questao problema desta pesquisa é: “Qual a nocéo de limite de fungdes
que alunos da disciplina Calculo Diferencial e Integral, do Curso de Licenciatura
em Ciéncias Naturais, apresentam na interagcdo com objetos de aprendizagem do
Geogebra em ambiente virtual?”. O objetivo desta pesquisa € analisar, pelo espectro
da epistemologia genética, a nogado de limite de fungbes que alunos apresentam
na interacdo com um applet elaborado com o Geogebra, em ambiente virtual.
Especificamente quer-se investigar a nogao de limite de fungdes que os sujeitos desta
pesquisa apresentam na interacdo com uma situagao problema e o proprio ambiente
virtual que a hospeda. Quer-se investigar processos de abstragdo reflexionante
realizados por eles ao tentar conceituar “limite de funcdes”. Este trabalho propde-se
a contribuir para o entendimento dos processos cognitivos envolvidos na no¢ao de
limites de funcdes®. Quer-se conhecer que nocdes de limite de fungdes os alunos
apresentam na disciplina CDI. O processo de conceituagcdo depende, entre outros
fatores, de um processo de transformacao de esquemas de acdo em nocdes e em
operagdes (VALENTE, 2002; PIAGET, 1977,1978).

As praticas e os temas a serem discutidos nesta pesquisa sustentam-se no
escopo tedrico da Epistemologia Genética, da informatica aplicada a educacéo, e da
educacado matematica, concentrando analise sob o enfoque da teoria da Abstracao
Reflexionante, pois, segundo Piaget (1995, p. 6-7), “[...] € a Unica a operar na logica e
matematica puras”. Assim como em Lira (2008), que estudou o conceito de Limite de
fungdes, nos apoiaremos nesta teoria para analisar e compreender, nessa ordem, as
respostas e o pensamento de alunos sobre a tematica aqui colocada.

2 FUNDAMENTAGAO TEORICA

A nocdo de limite esta presente em diversas situacdes vividas por
estudantes na Educacédo Basica. Julga-se natural que o aluno, ao chegar ao Ensino

2 Aplicagéo executavel em um navegador, ndo dependendo de instalagao do gerador do arquivo fonte para esse fim.
3Neste trabalho, a expresséao escrita “limite de fungdes” corresponde a “limite de fungdes Reais de uma variavel real”.
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Superior, apresente nogdes de limite mesmo sem ter tido contato direto com essa
forma especifica de explicar o comportamento de fungdes na vizinhanga de um ponto
(BARUFI, 1999). O CDI, como todo conhecimento matematico, estrutura-se por
conceitos. Sao conceitos que advém de outras areas do conhecimento e da propria
Matematica, garantindo-lhe uma complexa estruturagao.

O Método Clinico (MC) possibilita a explicagédo sobre uma situagéo, e, na
grande maioria, essa explicagao ocorre com um objeto pertencente a proposta de
investigacao. (DELVAL, 2002).

Na abstracao reflexionante (AR), a construgdo do conhecimento € conduzida
pelas generalizagdes, em nivel de trocas simbdlicas. Essa ultima obra referida faz-nos
perceber que todo novo conhecimento supde uma abstracdo. Ampliando esse tema,
Piaget disse a Bringuier (1978, p. 32):

O conhecimento é uma interagéo entre o individuo e o objeto, mas eu penso que

o individuo ndo pode ser encerrado em uma estrutura dada, definitivamente [...]
[acredita que][...] o individuo constrdi seus conhecimentos, constréi suas estruturas.

Nas palavras de Dolle (2011) e Bringuier (1978), fica evidente que o
sujeito realiza seu desenvolvimento cognitivo; concebe o conhecimento como algo a
ser construido, e cabe ao meio gerar condi¢gdes para que esse sujeito construa seu
conhecimento. Empregamos essa concepg¢ao nas situagdes-problema apresentadas
aos alunos nesta pesquisa. A partir de uma situagao descrita, os alunos podem
agir livremente sobre os OA, o que permite ao aluno a possibilidade de observar
as caracteristicas dos objetos e refazer suas agbes na busca da solugdo ou do
entendimento do problema, pois compreendemos que os alunos sao sujeitos ativos
em um processo de aprendizagem e nao apenas objeto da agao docente, por mais
importante que seja esta (BECKER, 2012; 2012b; 2017). Compreendendo sua fungao,
€ possivel descentrar as ag¢des da sala de aula, com énfase nos conteudos, e volta-
las para a investigagao dos processos de aprendizagem produzidos (DOLLE, 2011;
PIAGET, 1977b). Nao que os conteudos sejam menos importantes, mas trata-se de
conhecer como os alunos se desenvolvem e aprendem no ambiente escolar, e tanto a
IE quanto a EG tém muito a contribuir para essa analise.

Para explicitar a AR, é feita, inicialmente, uma distingdo entre abstragao
empirica (AE), e AR. Para Piaget (1995, p. 05-06), a AE é:

[...] a que se apoia sobre os objetos fisicos ou sobre os aspectos materiais
da propria agao, tais como movimentos, empurroes, etc. [...] as propriedades
[extraidas] sobre as quais se refere a abstracdo empirica existiam nos objetos
antes de qualquer constatagao por parte do sujeito. [Ja a AR], [...] apoia-
se sobre tais formas [geradas por esquemas] e sobre todas as atividades
cognitivas do sujeito (esquemas ou coordenacgbes de agdes, operagoes,
estruturas, etc.), para delas retirar certos caracteres e utiliza-los para outras

finalidades (novas adaptacgdes, novos problemas, etc.).
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Para Becker (2012b, p. 35):

[...] [AE] apoia-se sobre os observaveis dos objetos e das agbes nas suas
caracteristicas materiais [...] aquilo que o objeto ou as agdes em suas
caracteristicas materiais possuiam antes de o sujeito agir sobre eles.
Enquanto [a AR] apoia-se sobre as coordenagdes das agdes do sujeito.

Aabstragao empirica limita-se a fornecer informacdes e dados do objeto. Ela
nao é fonte de novas construcdes. A abstracao reflexionante realiza essa tarefa, pois
“[...] toda abstragdo empirica necessita, para se efetivar, de quadros de conhecimentos
que foram criados gragas a uma abstracao reflexionante prévia.” (MONTANGERO;
MAURICE-NAVILLE, 1998, p. 89). Ja a AR acontece quando o sujeito retira das
acdes, e nao do objeto, as caracteristicas e propriedades, configurando, assim, a
AR como um processo endogeno, afirmado por Piaget quando diz: “[AR] apoia-se
sobre as coordenagbes das agdes do sujeito, podendo estas coordenagdes, e o
préprio processo reflexionante, permanecer inconscientes, ou dar lugar a tomadas
de consciéncia e conceituagdes variadas” (PIAGET, 1995, p. 274). A abstragéo
reflexionante realiza-se, portanto, pela retirada das qualidades das coordenagdes de
acoes do sujeito repassando-as para um patamar superior e reorganizando-as nesse
patamar. A AR pode se apresentar sob duas formas: a abstracdo pseudoempirica e
a abstracao refletida. As abstragdes pseudoempiricas (pseudo-empiriques) ocorrem
“[...] a partir de objetos materiais, como se tratassem de abstra¢cdes empiricas, [no
entanto] as propriedades constatadas sao, na realidade, introduzidas nestes objetos
por atividades do sujeito.” (PIAGET, 1995, p. 06). Nesse tipo de AR, “[...] o objeto é
modificado pelas a¢des do sujeito e enriquecido por propriedades tiradas de suas
coordenacgdes” (PIAGET, 1995, p. 274). Ja a abstracao refletida (réflechie) implica
em apropriagdo dos mecanismos gerais da acao e se trata de “[...] um processo de
abstracdo reflexionante, procedendo por reflexao sobre as reflexdes particulares”
(PIAGET, 1995, p. 18). E a que resulta de um pensamento, ou seja, uma reflexdo
sobre a reflexao.

Objetos de Aprendizagem s&o midias digitais projetadas para o uso
educacional. E um conceito de consideravel amplitude, pois temos uma quantidade
consideravel de ambientes, linguagens e midias de variadas caracteristicas. Os OA
sdo caracterizados por sua reusabilidade, portabilidade e modularidade. De forma
mais simples, € possivel dizer que sao arquivos digitais que auxiliam os processos de
ensino e de aprendizagem (PIVA JUNIOR, 2011).

O Geogebra (GGB) é um software livre de matematica e multiplataforma. E
um software que desperta cada vez mais interesse de professores dos diversos niveis
de ensino e das mais diferentes areas de conhecimento devido a sua ampla utilizagéao
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3 METODOLOGIA

O site Calculo NasNuvens (http:/geogebra.nasnuvens.net.br) foi
desenvolvido parareceber e possibilitar a utilizagao de objetos digitais de aprendizagem.
Esta pesquisa é de natureza aplicada. Quanto aos objetivos, € descritiva/explicativa e
sua abordagem é qualitativa. (PRODANOV; FREITAS, 2013).

Procedimento 1 (P1) — Analise e resolugédo da situagao-problema — a
atividade foi programada com o professor da disciplina CDI; as atividades envolveram
0 acesso e a discussao das situagcdes-problema contidas no site Calculo NasNuvens.
Da interagao entre aluno e situagao-problema, foi possivel coletar registros escritos,
realizados pelos alunos. Os registros foram coletados com a utilizagao de tecnologia
Google Drive. Nesta etapa, a atividade A2 foi aplicada ao final do primeiro tergo da
disciplina CDI, o que equivale a conclusao da unidade disciplinar relativa ao estudo de
limites de funcgdes.

Procedimento 2 (P2) — Entrevista inspirada no método clinico utilizado por
Jean Piaget — Os alunos foram entrevistados em dias marcados, e a realizagcédo da
entrevista n&o foi considerada atividade programada da disciplina CDI. Subsidiaram a
entrevista os registros escritos, coletados anteriormente via tecnologia Google Drive.
A entrevista, registrada em audio e video, é iniciada a partir de questionamentos
advindos da situacao-problema contidas na atividade A2.

Procedimento 3 (P3) — Analise dos dados obtidos — Para a realizagao da
analise, as entrevistas foram transcritas e, a partir dos videos, foram analisadas as
falas do docente, as falas dos discentes e as acgbes realizadas por ambos. Foram
incluidos nesse procedimento os registros escritos de respostas, coletados a partir das
experiéncias dos alunos com a situagao-problema. Visando investigar a nogéo de limite
de fungdes, que alunos apresentavam na interacao entre eles e os applet, disponivel
na situagcao-problema, utilizou-se como aporte tedrico a abstragao reflexionante para
analise das falas, acoes e registros escritos de respostas.

O universo desta pesquisa é o conjunto de estudantes de graduacéo da
UFMA matriculados em disciplinas que tratam de temas relativos ao estudo de limites
de funcdes. A amostra de alunos que participaram desta pesquisa foi composta por
alunos do primeiro ou segundo periodos do curso de Licenciatura em Ciéncias Naturais
(LCN) da UFMA. Participaram das atividades desta pesquisa todos os 18 alunos
matriculados na turma unica da disciplina CDI que se disponibilizaram a prosseguir até
o final da pesquisa. A participagcado na pesquisa ocorreu com a assinatura do termo de
consentimento livre e esclarecido (TCLE), que foi lido, discutido, entregue e recebido
em datas posteriores a sua entrega.
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A atividade 2 (A2) trata do fato de termos um poligono inscrito na
circunferéncia para a estimativa da area do circulo.

Figura 1 - Interface da atividade 2 (A2)

Base de T; = By, = 1.73205 u.c.

Altura de Ti = hy, = 0.5u.c.

Area do Poligono = n.Ay, = 1.29904 u.a.‘

. " 2
Area do Circulo = nr° = 7 u.a

Fonte: Proprios autores.

E uma atividade com possibilidades de exploragédo do conceito de limite
em varias situagcdes. Algumas dessas situacbes apresentadas nesta atividade
demonstram, na analise de valores numéricos, a possibilidade de construgdo de
novos conceitos e a ampliacdo de outros ja existentes. A atividade A2, ver figura 1,
foi disponibilizada para acesso livre no endereco: http://geogebra.nasnuvens.net.br/
atividades/a02/. Esta atividade foi originada a partir de um OA disponibilizado pelo
professor Thales Vieira em sua pagina: www.im.ufal.br/professor/thales/tics/. O applet
desse OA foi modificado, sendo incorporado a ele novos recursos em conformidade
as exigéncias desta pesquisa.

Investigando Limites: A atividade apresenta uma circunferéncia C de
centro O e raio r. Inscrito nessa circunferéncia temos um poligono regular P, com
numero de lados n = 3 e comprimento do lado ! = 0, conforme esta descrito na Figura
1 no item A. O circulo tem area A(C) = nr*. P, é composto por tridngulos isésceles T;
idénticos. Os lados isdsceles de T, tem medida r. O numero de lados pode ser alterado
por meio dos controles deslizantes laterais e controle de entrada numérica observada
nos itens C e D da Figura 1. A implicacéo direta disso € a alteracdo do numero de
tridangulos. O Quadro B destaca os valores numéricos que variam em funcao de n, e,
nele, temos a base By, de T;, que é também [ > 0 de P,. Temos a altura hy, de T;, a
érea Ar, de T, adrea do poligono A(P,) = n - A e a area do circulo A(C) = 7r* =7 pois
r = 1. O circulo é delimitado pela circunferéncia C e S, é a area resultante da diferenca
entre a area do circulo e a area de F, interno a C.

Conhecimento Matematico: Variando n, o valor de A(P,) varia
diretamente, se n aumenta, A(P,) aumenta; da mesma forma que se A(P,) diminui,
é porque ™ foi diminuido. Se n — oo, @ implicagdo direta é que A(P,) — A(C). Outras
implicagbes sdo que se m — @, entdo I — 0, ou seja, a base Br = 0, a altura,
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Ar, =0 e A(R)=n-Ar, > A(C)= nr® =m, e, nesse caso, podemos escrever:
limn- A, = A(C) = nr? =1 Conhecimentos podem ser construidos a partir do

f—oa

applet. Os alunos poderao:

C1. Reconhecer que se . — @, a implicacao direta é que A(B,) = A(C)
por diferenca de areas em que §5; — 0;

Cc2. Compreender que se n — @, entdo | — 0 (BTL_ — 0);

C3. Compreender que se i —+ o9, entdo a altura th_ —r =1,

C4. Compreender que se n — o0, Ay, = 0;

C5. Concluir que se n = o, entdo A(B,) =n- Ay — A(C) = nr? =m;
CB6. Concluir que lim n- Ay = A(C) = nr’ =m.

1 —+00

E interessante observar que o conceito de limite esta presente na descricéo
desse processo em diversas situagdes. Algumas relagdes (R) foram estabelecidas
conforme analise das falas, registros e agdes de docentes em processo de interagao
com a atividade AZ2.

4 ANALISE DOS DADOS

Na sequéncia do texto, serdao descritos os resultados por aluno, devidamente
identificados com cédigo.

4.1 RELAGOES DE CONHECIMENTOS

Os resultados obtidos correspondem a tentativa desta pesquisa, de
responder ao problema ou questao de pesquisa, e atender aos objetivos propostos na
mesma. A atividade A2 se relaciona diretamente com a questao de pesquisa.

Na atividade A2, foram destacados 6 (seis) conhecimentos a serem
mobilizados no applet. Desses conhecimentos havia o conhecimento C1 que se
relaciona ao processo de estimagéo e reconhecimento visual das areas por comparagao.
Os conhecimentos C2, C3 e C4 tratam de limites que fundamentam a analise da
situacao-problema. O conhecimento C5 € uma conclusao que trata da composicao da
area. O conhecimento C6 € a conclusdo da situagcdo-problema, e esse conhecimento
trata também da formalizagdo desse conhecimento em linguagem de limites. Apds a
analise dos dados coletados, foi possivel, dentro do grupo de participantes, determinar

e
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grupos de desenvolvimento a partir dos conhecimentos apresentados e a relagao
(R) estabelecida com esses conhecimentos. Foram observados 7 (sete) grupos de
desenvolvimentos identificados pelos cddigos R1, R2, R3, R4, R5, R6 e R7.

Relagdo 1 — R1: C1 A [[(CE AC3ACE)— C5)— Cﬁ)_ Conceitua a area
como lim n- A = A(C) = mr® =m_ Esta relagio apresenta todos os conhecimentos
descritos na situacdo-problema. Trata dos processos e das nocdes de limite que
fundamentam as conclusées do problema proposto. Os alunos apresentam nocdes de

limite da base, da altura e das areas. Apresentam a area como o limite de uma soma
infinita. Neste grupo, estéo os alunos M1 e M4.

Relagdo 2 — R2: c1A((€2AC3AC4)— C5). Diz que se n— oo, entdo
A(R) = n-Ag - A(C) = nr® = m. Esta relagédo se assemelha a relacdo R1, exceto
pela auséncia de C6, ndo ocorrendo a formalizagdo do processo de aproximagao
entre as areas do poligono inscrito e do circulo. Trata dos processos e das nogdes de
limite que fundamentam as conclusdes do problema proposto. Os alunos apresentam
nocoes de limite da base, da altura e das areas. Neste grupo, estdo os alunos M2, M3,
M7, M8 e M10.

Relagdo 3 — R3: (C2ZAC3AC4)—C5 Diz que se n—m entdo
AB)=n- Ap — A(C) = nr® = n. Esta relagdo trata do processo de composi¢éo da
area do poligono inscrito e das nog¢des de limite que fundamentam as conclusdes do
problema proposto. Os alunos apresentam noc¢des de limite da base, da altura e das
areas. Conclui que a area do poligono inscrito pode ser representada por uma soma

de ™ areas iguais. Neste grupo, estéo os alunos M5 e M12.

Relacdo 4 - R4: cia(c2—c5). Diz que se n—+© entdo
A(E!]=n-ﬂr[—>ﬁ1(ﬂ')=nr:=n. Nesta relagdo, ocorre a conclusdao pela

decomposigédo da area do poligono inscrito em ™ tridngulos. O aluno considera
visualmente a sobreposicdo das figuras como processo que possibilita obter
visualmente uma estimativa da area do circulo. O aluno apresenta uma nocgao de
limite da base. Neste grupo, esta o aluno M6

Relagdo 5-R5: C1 A (C2A C3 A C4). Dizque sen — oo, entdo 4(B,) — A(C)
com [ =0 (B.ﬁ_ - 0), 'ILI'[ —»r=1¢€ A4; =0 Nesta relacdo, o aluno considera,
visualmente, a sobreposicdo das figuras como processo que possibilita obter
visualmente uma estimativa da area do circulo. Os alunos apresentam nogdes de
limite da base, da altura e das areas dos tridangulos. Neste grupo, estao os alunos M9,
M11, M13, M14 e M25.

Relagio 6 — R6: C1A(C3A(C2vC4)). Diz que se n— o, entdo
A(R,) » A(c) com ;g (B, = 0), hy »r=1 € Ar — 0. Nesta relagéo, o aluno
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considera, visualmente, a sobreposi¢do das figuras como processo que possibilita
obter visualmente uma estimativa da area do circulo. O aluno apresenta nogdes de
limite da base, da altura e das areas dos triangulos. Neste grupo, estdo os alunos M22
e M32.

Relagdo 7 — R7: C2AC3 A C4. Diz que se n — @, entdo | —» 0 (B, = 0),
hr —r=1e4dr, — 0. Nestarelagdo, o aluno apresenta nogdes de limite da base, da
altura e das areas dos tridngulos. Neste grupo, esta o aluno M15.

4.2 NOGOES E CONSTRUGOES

Nas entrevistas, houve uma reproducado exploratoria dos processos
realizados por eles. A partir dos registros, das falas e das agdes, foi possivel conhecer
as nocgoes de limite que alunos apresentavam diante das situacdes-problema contidas
nos OA.

Apesar da dificuldade com fundamentos da geometria e contradigdes
apresentadas, os registros de resposta e a entrevista permitiu observar nogdes de
limite relacionadas aos comprimentos e as areas. As nog¢des de limite apresentadas
foram as que resultaram da variagao de n. As nogdes de limite sobre comprimentos
sao as da base ou lado que tendem para zero e altura ou apétema que tendem para
o comprimento de medida 1, que € a medida do raio, ou seja, se n —+ @, entdo a
altura hy »r =1el— 0 (By — 0). As nogdes de limites de area dizem respeito as
areas de cada triangulo T; e a area do poligono £, ou seja, se n — o, Ar. = 0, entdo
A(R,) =n-Ar, — A(C) = mr? = m_Por abstragdo refletida, com os alunos utilizando a
nocao de limite, e fazendo a base tender para zero, compreendem que a altura tende a
ter o mesmo comprimento dos lados do tridngulo isésceles. Ocorreu, em alguns casos,
a conceituacao de limite quando os alunos afirmaram que, nas nogdes apresentadas,
os valores, para os quais eles tendem, ndo necessariamente precisavam ser exatos
no ponto. Essas afirmagdes foram fundamentadas em seus significados geométricos
e nao somente na definicdo de limite. Foi apresentada a nogao de limite que: se
n — oo, entdo A(B,) =n- Ar = A(C) = nr* = m. Essa nogdo de limite esta presente
na conceituagao de integral definida como o limite da soma das areas. Esse produto é
caracterizado por uma série de areas que somadas, convergem para a area do circulo
quando n aumenta. Essa também é uma noc¢ao do limite de uma sequéncia de areas
que converge para .

Foi apresentada pelos alunos uma nog¢ao de limite relacionando o
perimetro do poligono com a circunferéncia. No transcorrer das entrevistas, alguns
deles apresentaram essa nocado de limite relacionando-a da seguinte forma: se
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n — o, entdo 2P = C, e 2P ¢ o perimetro de P,. Outra noc¢édo de area afirma que, se

n—we 5 =|A(B,) — A(C)|, entdo 5; — 0, ou seja, a area do poligono B,, inscrito

1
na circunferéncia, tende para o valor da area do circulo a medida que 7 tende para
infinito. Conclui-se que uma noc¢ao de limite da area de B, equivale a dizer que a

circunferéncia é o limite do perimetro do poligono se A(F,) = A(C).

Um erro comum, na atividade A2, é o conflito conceitual entre infinito e
partes tdo pequenas quanto se queira, nesse conflito, os sujeitos afirmam que ao

variar " tendendo para infinito, a base tende para mais infinito. Nessa afirmacéo, os
alunos confundiram a possibilidade de diminuigdo de um lado infinitas vezes com os
valores cada vez menores de seus comprimentos.

Uma outra nogdo de limite da area do poligono P, péde ser identificada
quando os arcos e as bases tendem a diminuir e ter o mesmo comprimento a medida

que ™ aumenta. Nessa nogao, ha a convergéncia dos valores dos arcos e dos lados
para um limite, e esses comprimentos tendem para zero.

As nocdes de limites, construidas e relatadas, surgem a partir da variagao
do numero de tridngulos, ou seja, pela variacdo de n no applet. Algumas nogdes foram
relatadas pelos alunos apds a apresentacédo de novas situagdes problema durante a
entrevista, que se tornaram necessarias mediante respostas conflitantes. A relacao
de causa e efeito da variagdo de n sobre a area de P, esta presente na totalidade dos
registros realizados pelos alunos.

Algumas nogodes de limite mostraram-se inconsistentes, ainda em formacgao,
e muitas dessas inconsisténcias sdo devidas a conceitos de elementos geométricos,
préprios da situagao-problema na atividade, ainda ndo construidos. Varios processos
de construgdo de conhecimento ocorreram por abstracao refletida; é por abstragcéao
refletida que se supera uma nocao, atingindo o conceito. A medida que n teve seu valor
alterado, os alunos compreenderam que, fazendo o valor de n tender para o infinito,
o comprimento da altura tende para o comprimento do raio, mesmo sem essa medida
estar visualmente perceptivel. O applet foi usado, frequentemente, para elaborar e
fundamentar as respostas relativas as situagdes-problema que foram colocadas aos
alunos.

Em geral, os alunos apresentaram mais conhecimentos sobre a situagao-
problemanoregistroescritodo que naentrevista. Aentrevista mostrou seresclarecedora,
exploratoria com grande parte dos alunos. Alguns registros foram concisos e outros
foram vagos. As entrevistas foram esclarecedoras, algumas apresentaram registros
com itens contraditérios ou n&o revelavam os bons registros escritos, previamente
elaborados por eles.
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5 CONCLUSOES

E possivel concluir que nogdes de limite foram apresentadas com o conceito
de fungado e sem a utilizagdo desse conceito; porém, nota-se que, nos casos em que
a nogao de limite € apresentada com o conceito de fungdo, ela é mais consistente e
a expressao de limite se estende a varios elementos e ndo somente a area. Nesta
pesquisa, nogdes de limite foram apresentadas por alunos; essas nogdes envolveram
temas como infinito, area e comprimento. A conclusao pela possibilidade de estimar a
area do circulo a partir de poligonos regulares € resultante de processos de abstragéo
reflexionante, decorrentes da interagao com as situagcdes-problema.

A abstracdo pseudoempirica mostrou-se como um importante recurso para
a educacgao. Por ela é possivel valorizar o processo empirico realizado pelos alunos
em sua vida escolar. Permite conhecer a qualidade das interagbes entre sujeito e
objeto que levam a construcdo da novidade por processos da abstracéo refletida.
A associagao de tecnologias da Google e do Geogebra, em um unico objeto de
aprendizagem, permitiu observar as variagdes de respostas e, consequentemente,
elaborar avaliagbes dos dados coletados, configurando essa metodologia de coleta
nao s6 como um importante instrumento metodolégico, mas também um poderoso
instrumento didatico e avaliativo.
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